Implementacja maszyny Turinga w maszynie RAM

Maszyna RAM

Niniejszy tekst ukazuje sposob implementacji maszyny Turinga w maszynie RAM. Maszyng¢ RAM
(Random Access Machine) mozemy rozumie¢ jako abstrakcyjna maszyng wyposazong w
nieskonczong ilo$¢ komorek pamigci 1 mozliwo$¢ wykonywania na tych komorkach 4 dziatan:

1. Wyzerowanie komorki o adresie n:

Z(0)

2. Zwigkszenie o jeden zawarto$ci komorki o numerze n:
S(0)

3. Skopiowanie zawarto$ci komorki n do komorki m:
T(n, m)

4. Pordwnanie zawarto$ci komoérek n 1 m. Jesli zawieraja t¢ sama liczbg, nastapi skok do linii
programu o numerze p:

I(n, m, p)

Powyzszy model maszyny RAM mozna nazwa¢ modelem nast¢pnika (ze wzgledu na operacje S) z
mozliwo$cia kopiowania (ze wzglgdu na operacj¢ T) — gdy zajrzymy na strong angielskiej
Wikipedii', to maszyna ta jest potaczeniem modelu 2 i 3 z tejze strony.

Maszyna Turinga

Maszyna Turinga jest bardziej podstawowym modelem maszyny liczacej. Ten abstrakcyjny byt
sktada si¢ z nieskonczenie dlugiej tasmy (w ponizszych rozwazaniach tasma bgdzie miata poczatek,
ale nie bedzie miala konca), na ktoérej] moga by¢ zapisywane okreslone symbole — na poczatku
wszystkie pola sa puste, wigc jest na nich symbol oznaczany B — czyli blank. Maszyna moze
znajdowac si¢ w jednym z wielu stanow. Nad jednym z pol tasmy (na poczatku nad pierwszym z
nich) znajduje si¢ glowica maszyny. Maszyna odczytuje znak z taSmy 1 w zaleznos$ci od stanu w
ktérym si¢ znajduje, zapisuje na tasmie inny znak i przesuwa glowicg w lewo lub w prawo (lub
pozostawia ja na miejscu). To jaka kombinacja stanu i odczytanego znaku skutkuje jaka reakcja
zapisuje si¢ w programie dla maszyny. Oto przyktadowy program:

q0,.B — 1,R,q;
qlaB - 1’_9qf

do to stan poczatkowy maszyny. Znajdujac si¢ w stanie poczatkowym z gtowica nad pustym polem,
maszyna zapisuje do tego pola symbol ,,1”, przesuwa si¢ w prawo (R — prawo, L — lewo) i zmienia
swQj stan na q;. Po przesunigciu znowu znajduje si¢ nad pustym polem, tym razem posiadajac stan
qi. Tak wigc znowu zmienia symbol tego pola na ,,1”, tym razem pozostawiajac glowicg na miejscu
() 1 przechodzac w stan gr. Stan ten oznacza zakonczenie wykonywania programu.

Implementacja

Reprezentacja programu

Poniewaz interesuje nas stworzenie programu maszyny RAM, ktéry wykona program przeznaczony
dla maszyny Turinga, nalezy przyjac jaka$ reprezentacj¢ programu maszyny T. w pamigci maszyny
RAM (ktoéra — przypomnijmy — jest ciagiem komorek zawierajacych liczby). Poniewaz tak stanéw
jak 1 symboli moze by¢ przeliczalnie wiele, nie stanowi problemu przypisanie kazdemu symbolowi



http://en.wikipedia.org/wiki/Random_access_machine#Refresher:_The_counter_machine_model

1 kazdemu stanowi liczby naturalnej — i wlasnie w ten sposob beda stany i symbole reprezentowane
w pamigci maszyny RAM. Jedna linia programu maszyny Turinga moze wigc zosta¢ zapisana
nastepujaco:

Przesunigcie w pamigci | Znaczenie

0 Aktualny stan

1 Zeskanowany symbol

2 Drukowany symbol

3 Przesunigcie (brak: 0, lewo: 1, prawo: 2)
4 Nowy stan

Zaktadajac, ze stanowi q0, ql, gf przypiszemy odpowiednio liczby 0, 1, 255, za§ symbolom B, 01 1
liczby 0, 48 1 49, program z akapitu ,,Maszyna Turinga” mozna zapisa¢ nastgpujaco:

RAM |0 0 48 2 1 1 0 49 0 255
Turing | qo B 0 R qi qi B 1 _ qr
Tasma

Tasma, na ktorej operuje maszyna Turinga powinna by¢ nieskonczona. Jako, ze pamig¢ maszyny
RAM rowniez jest nieskonczona (a doktadniej, moc zbioru komorek pamigci to alef 0), nie stanowi
problemu zapisanie tej taSmy w pamigci — z dokladno$cia do jednego faktu. Ta§ma maszyny
Turinga nie ma poczatku ani konca. Natomiast reprezentacja tej taSmy w pamigci maszyny RAM
ma swoj okre§lony poczatek. Rozwiazanie tego problemu jest proste. Ponumerujmy kolejne
symbole na tasmie liczbami calkowitymi. Miejscu ,,poczatkowemu” przypiszmy 0, symbole na
prawo oznaczmy jako 1, 2, 3, itd., za§ na lewo -1, -2. Bijekcja obliczajaca z numeru miejsca na
ta§mie numer miejsca w pamigci wyglada nastepujaco:

f(x) = x*2, dla x>=0
f(x) = x*2-1, dla x<0

f1(x) = x/2, dla x parzystego
f1(x) = -(x+1)/2, dla x nieparzystego

Utozenie danych z taSmy w pamigci jest intuicyjnie oczywiste:

Pozycja w pamig¢ci maszyny RAM (0|1 |23 |45 |67 |89 [10..

Pozycja na taSmie maszyny Turinga O |-1|1|-2|2/-3/3|-44-5|5

Algorytm

Poniewaz dzialanie maszyny Turinga nie jest przesadnie skomplikowane, mozna je zapisa¢ w
prosty sposob przy uzyciu kodu w jezyku C:

int turing(int current state, int finish state, int *program, int
*program_end, int *tape)
{

int *pc;

int *current pos = tape+2; //zaczynamy od pierwszego
miejca na tasmie

int absolute pos;

int left shift = 1;

int right shift = 2;



while (current state != finish state)

{

for (pc = program ; pc != program end ; pc += 5)
{
if (*pc == current state &&
*(pct+l) == *current pos)
break;
}
if (pc == program end)
return -1;
*current pos = *(pc+2);
absolute pos = current pos-tape;
1f(*(pct+3) == left shift)

{
if (absolute pos==0)
current pos=tape+l;
else 1f ((absolute pos%2)==0)
current pos-=2;
else 1if ((absolute pos%2)==1)
current pos+=2;
}
1f(*(pc+3) == right shift)
{
if (absolute pos==1)
current pos=tape;
else 1f ((absolute pos%2)==0)
current pos+=2;
else 1if((absolute pos%2)==1)
current pos-=2;
}
current state = *(pc+4);
}
return 0O;
}

Jest to gotowa funkcja — przyktadowe jej wykorzystanie znajduje si¢ w pliku simulator.c.

Nie pozostaje wigc nic innego niz zaimplementowac¢ 6w kod przy uzyciu instrukcji maszyny RAM.
Nie jest to niestety az tak proste. W powyzszym programie wykorzystywane sa dwie tablice —
tablica tape 1 program. Tablica jest pewnym obszarem w pamigci, poczatek tego obszaru
wskazuje nazwa tablicy (wlasnie tak — napis tape to zmienna, zawierajaca liczbe okreslajaca adres
pierwszej komorki tablicy tape [ ]). Aby uzyska¢ dostgp do n-tej komorki tablicy nalezy obliczy¢
jej adres w pamieci, czyli doda¢ n* do adresu poczatku tablicy. Z tego powodu moge stosowaé
notacj¢ z gwiazdkami, zamiast po ,,normalnie” odwota¢ si¢ do ktorego$ elementu tablicy. Gwiazda
powoduje  wyluskanie = zawartoSci spod danego dalej adresu. Innymi = stowy:
program[1l]==* (program+1). Notacja ta przyda si¢ w dalszej implementacji, dlatego warto
zgodzi¢ sig na delikatne zaciemnienie powyzszego algorytmu — ten koszt si¢ zwroci.

W czasie wykonywania programu bgdziemy chcieli uzyska¢ dostep do roznych komoérek pamigcei —
nasze n bedzie si¢ zmienia¢. Innymi slowy, w trakcie pisania programu, nie mozemy na sztywno
wpisac (na przyktad w instrukcje T) adresu komorki do lub z ktérej chcemy skopiowaé zawarto$¢ —

2 Dla uproszczeni zatozmy, ze jednej komorce w pamigei odpowiada jedna komorka tablicy. Zwykle sprawy sa
bardziej skomplikowane — gdy na przyktad jednej komorce tablicy odpowiadaja 4 bajty w pamigci.



adres tej komorki musi zosta¢ wyliczony w trakcie dzialania programu.

Adresowanie posrednie

Ujawnia si¢ tu duza uciazliwo§¢ RAM maszyny — nie posiada ona instrukcji operujacych na
adresowaniu posrednim. Adresowanie posrednie polega na tym, ze chcemy zadziata¢ na komorce,
ktorej adres zawarty jest w innej komorce. Adresowanie posrednie zapisuje si¢ uzywajac nawiasow
kwadratowych. Na przyktad dla fragmentu pamigci:

Adres 12113141516 |17 |18

Zawartos¢ |[17/0 [0 |0 |0 [58|0
Wykonanie instrukeji z adresowaniem bezposrednim (czyli ,,normalnym”):

T(12,14)

zaowocuje skopiowaniem tresci komorki 12 do komorki 14:

Adres 121314151617 |18
Zawartos¢ |17 |0 (17]0 |0 |58 |0
Natomiast gdyby$my wykonali instrukcje z adresowaniem posrednim:
T([12],14)

to maszyna sprawdzi, jaka liczba jest w komorce 12 i1 potraktuj¢ t¢ wlasnie liczbg jako adres

komorki, z ktorej nalezy skopiowac¢ zawartos¢. Zostanie wigc skopiowana tre§¢ komorki o adresie
17:

Adres 12113141516 |17 |18

Zawarto$¢ 170 |58 10 |0 |5810
Dopiero wykorzystanie adresowania posredniego umozliwia implementacj¢ tablicy bez
koniecznos$ci zapisywania w tresci programu jawnego (i zmudnego) odwotania do kazdego
elementu tejze.

Poswigcilismy tyle uwagi adresowaniu posredniemu, gdyz kolejnym krokiem implementacji (po
wypisaniu algorytmu w C) bedzie zapisanie algorytmu dla RAM maszyny, ktéra umozliwia
wykorzystanie tego wtasnie typu adresowania (w konwencji z nawiasami kwadratowymi). Bedzie
to kolejny krok w kierunku implementacji dla maszyny, o ktorej napisalem we wstepie.

Implementacja dla maszyny RAM z adresowaniem posrednim

Wprowadzmy kilka statych, ktore wskazywac¢ beda na konkretne komorki pamigci i pozwola
uczyni¢ program nieco bardziej czytelnym:

Nazwa Opis

current_state Aktualny stan maszyny.
finish_state Stan koncowy.

program Poczatek programu.
program_end Koniec programu.

tape Poczatek tasmy.

left shift Kod przejscia w lewo.

right shift Kod przejscia w prawo.
current_pos Aktualna pozycja na ta§mie.




pc Aktualnie przetwarzana instrukcja.

np,q Zmienne pomocnicze.
C0-C5 State 0-5.
absolute_pos current_pos-tape

absolute _pos _mod |(current_pos-tape) mod 2

Parametrami, ktore powinien uzupetni¢ uzytkownik sa program_length, tape, program,
current_state, finish_state. Powinien oczywiscie rowniez wprowadzi¢ program o dtugos$ci pod adres
program (i jesli chce na tasmie umiesci¢ jakie$ symbole, to powinien to zrobi¢ pod wskazanym
przez siebie adresem tape).

Tyle stow. Przejdzmy do implementacji.

// Etykiety
current state=0
finish state=l
program=2
program end=3
tape=4

left shift=5
right shift=6
current pos=7
pc=38

n=9

p=10

g=11

Cc0=12

Cl=13

C2=14

C3=15

C4=16

C5=17

absolute pos=18
absolute pos mod=19

// CO...5=0...5

// left shift=1; right shift=2; current pos=tape+2
T(Cl,left shift)

T(C2,right shift)

T (tape, current pos)



S (current pos)
S (current pos)

while:
I(current state,finish state,end)
T (program, pc)

Il

or:
I (pc,program end,undefined state)
I([pc],current state,state ok)
I(0,0,continue)

state ok:

T (pc,n)

S (n)

I([n], [current pos], found instruction)

continue:

, for)

found instruction:
// Drukuj symbol
S(n)

T([n], [current pos])

S(n)

// absolute pos = current pos - tape
// absolute pos mod = absolute pos % 2
z (p)

Z (absolute pos)

Z (absolute pos mod)

T (tape,p)

subtract pos loop:

I(p,current pos,subtract pos_ end)
S (p)

S (absolute pos)

S (absolute pos mod)

// 1f (absolute pos mod==2) absolute pos mod=0;
I (absolute pos mod,C2,zero mod)
I(0,0,subtract pos loop)

zero mod:

Z (absolute pos mod)
I(0,0,subtract pos loop)
subtract pos end:

// Czy ruch w lewo?
I([n],left shift,move left)



I(0,0,check right)

// Ruch w lewo

move left:

I (absolute pos,C0,add one)

I (absolute pos mod, CO, subtract two)
I (absolute pos mod,Cl,add two)

check right:
I([n],right shift,move right)
I(0,0,change state)

move right:

I (absolute pos,Cl,subtract two)
I (absolute pos mod,C0,add two)
T (tape, current pos)
I(0,0,change state)

// Odejmij 2 od current pos
subtract two:

z(p)

T(C2,q)

subtract two loop:
I(g,current pos,subtract two end)
S(p)

S (q)
I(0,0,subtract two loop)
subtract two_ end:

T (p, current pos)
I(0,0,change state)

// Dodaj 1 do current pos
add one:

S (current pos)
I(0,0,change state)

// Dodaj 2 do current pos
add two:

S (current pos)

S (current pos)
I(0,0,change state)

// Ustaw nowy stan maszyny
change state:

S (n)

T([n],current state)

// Powrot do glowne]j petli
I(0,0,while)

// Koniec
end:
undefined state:



T(0,0)

Program ten mozna przetestowac korzystajac z mojej implementacji maszyny RAM, obstugujacej
takze rozkazy =z adresowaniem posrednim’. Natomiast na stronie projektu, czyli
http:/newton.net.pl/turing_in_ram znajduje si¢ powyzszy listing 1 przyktadowe dane testowe.

Jak wida¢, adresowanie posrednie wykorzystywane jest tu do$¢ czesto. Symulator ma tg zalete, ze
nie trzeba zmienia¢ jego tresci bez wzgledu na dlugos$¢ tabelki przej$¢ stanow maszyny Turinga i
bez wzgledu na dtugos¢ tasmy — ktora teoretycznie moze by¢ obustronnie nieskonczona.

Implementacja bez adresowania posredniego

Naszym celem jest wszakze zapisanie symulatora dla maszyny RAM bez mozliwosci
wykorzystania adresowania posredniego. Program stanie si¢ mniej elastyczny — jego dlugos¢ bedzie
zaleze¢ od maksymalnej przewidywanej dtugo$ci tasmy i1 dlugosci tabelki stanow maszyny Turinga.

Aby to zrobi¢, nalezy rozwiazaé petle for sprawdzajaca kolejne rozkazy i kazdy rozkaz sprawdzaé
oddzielnym fragmentem kodu. Nie jest to eleganckie rozwiazanie, jednak w tej sytuacji jedynie
mozliwe. Rozwiazanie to co gorsza trzeba bedzie powtorzy¢ — aby odczyta¢ lub nadrukowac nowa
warto$¢ w odpowiednie miejsce taSmy.

// Etykiety
current state=0
finish state=1
program end=2
program=3

tape=4

left shift=5
right shift=6
current pos=7
current symbol=8
pc=9

n=10

p=11

g=12

put symbol to=13
C0=14

Cl=15

C2=16

C3=17

C4=18

C5=19

absolute pos=20
absolute pos mod=21

// CO...5=0...5

3 http://newton.net.pl/jramachine
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// left shift=1; right shift=2;
T(C1,left shift)
T(C2,right shift)

// program=$PROGRAM

Z (program)

// for (1=0; 1<SPROGRAM;i+=1)
/7 A

S (program)

// '}

// tape=STAPE

Z (tape)

// for (1i=0;1i<$STAPE;i+=1)
/7 A

S (tape)

// 0}

T (tape, current pos)

S (current pos)

S (current pos)

P

while:
I (current state,finish state,end)
T (program, pc)

I(0,0,get symbol)

for:
// for(i=$PROGRAM;i<$MAX_PROGRAM_END;i+=5)
/A

I (pc,program end,undefined state)

I($1i,current state,state ok $i)
I(0,0,continue $1i)

state ok $i:
I($i+1l,current symbol, found instruction $i)
I(0,0,continue $1i)

found instruction $i:

// Zapamietaj pozycje glowicy
T (current pos,put symbol to)

// absolute pos = current pos - tape
// absolute pos mod = absolute pos % 2
Z(p)

Z (absolute pos)
Z (absolute pos mod)



T (tape, p)

subtract pos loop $i:
I(p,current_pos,subtract_pos_end_$i)
S (p)

S (absolute pos)

S (absolute pos mod)

// if (absolute pos mod==2) absolute pos mod=0;
I (absolute pos mod,C2,zero mod $1i)
I(0,0,subtract pos loop $1i)

zero mod $i:

Z (absolute pos mod)
I(0,0,subtract pos loop $1i)
subtract pos end $i:

// Czy ruch w lewo?
I($1i+3,1left shift,move left $i)
I(0,0,check right $i)

// Ruch w lewo

move left Si:

I (absolute pos,CO0,add one $1i)

I (absolute pos mod,CO, subtract two $i)
I (absolute pos mod,Cl,add two $i)

check right Si:
I($1i+3,right shift,move right $i)
I(0,0,change state $1i)

move right $i:

I (absolute pos,Cl,subtract two $i)
I (absolute pos mod,CO0,add two $i)
T (tape, current pos)
I(0,0,change state $1i)

// Odejmij 2 od current pos
subtract two $i:

Z (p)

T(C2,q)
subtract two loop S$i:
I(g,current pos,subtract two end $i)
S (p)

S (q)
I(0,0,subtract two loop $i)
subtract two end $i:

T (p, current pos)
I(0,0,change state $1i)

// Dodaj 1 do current pos
add one S$i:

S (current pos)
I(0,0,change state $1i)

// Dodaj 2 do current pos



add_two Si:

S (current pos)

S (current pos)
I(0,0,change state $1i)

// Ustaw nowy stan maszyny
change state $i:
T($i+4,current state)

// Drukuj symbol i wroc do glownej petli
T($i+2,current symbol)

I(0,0,put symbol)

continue $i:

get symbol:

T (tape, n)

// for (1=$TAPE; i<=$TAPE END;i+=1)
/7 A
I(n,current pos,get symbol ok $i)
I(0,0,get symbol next $i)

get symbol ok $i:
T(Si,current symbol)
I1(0,0,for)

get symbol next $i:
S(n)

// 0}

I(0,0,undefined state)

put symbol:

T (tape, n)

// for(i=$TAPE;i<=$TAPE_END;i+=1)
/7 A

I(n,put symbol to,put symbol ok $i)
I(0,0,put symbol next $i)

put symbol ok Si:
T (current symbol, $i)
I(0,0,while)

put symbol next S$i:

S (n)

// '}

I(0,0,undefined state)



// Koniec

end:

undefined state:

T(0,0)

Nalezy si¢ w tym momencie kilka stow wyjasnienia. Po pierwsze, w miejsce PROGRAM,
MAX PROGRAM END, TAPE oraz TAPE END nalezy wstawi¢ adresy poczatku i konca
odpowiednio programu i tasmy. MAX PROGRAM END, jak sama nazwa wskazuje to numer
komorki, do ktoérej kazdy z programow musi si¢ skonczy€. Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, by
programy byly krétsze. Poza tym uzytkownik powinien uzupetni¢ w pamigci maszyny RAM
parametry current_state, finish_state oraz program_end. Reszt¢ zmiennych maszyna obliczy sama.

Komentarza wymaga takze konstrukcja for(...). Jest to konstrukcja informujaca, ze w tym miejscu
nalezy zwielokrotni¢ kod, podstawiajac pod zmienna $i numer przejscia. Najlepiej wytlumaczy¢ to
na przyktadzie. Fragment:

// for (1=0;1<3;1i++)
/] A
Z($1)
S($1)
// )

w rzeczywistosci wyglada tak:
Z

N 00 DN
NP~ EP OO

(0)
(0)
(1)
(1)
(2)
S(2)

Konstrukcja ta zostala dodana w celu pewnego uogdlnienia schematu programu. Nic nie stoi na
przeszkodzie, by z powyzszego szablonu sam komputer wygenerowal dla nas kod symulatora o

zadanych parametrach. Przyktadowy pre-kompilator znajduje si¢ na wyzej wspomnianej stronie
poswigconej powyzszemu projektowi. Przyktadowe jego wywotanie moze wyglada¢ tak:

$ ./precompiler.rb PROGRAM=25 MAX PROGRAM END=95 TAPE=95 \

TAPE END=110 listing template.txt > direct.txt

Plik direct.txt wygenerowany w powyzszej stronie, a takze dane przyktadowe takze znajduja si¢ na
stronie projektu.
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